ALGORYTMY I STRUKTURY DANYCH

STRUKTURA DANYCH - GRAF

1. Grafy - wprowadzenie.

Graf G = (V,E) jest strukturg sktadajgcg sie ze zbioru wierzchotkéow (weztéw) i zbioru krawedzi
taczacych wierzchotki ze soba. Zbior wierzchotkéw bedziemy oznacza¢ przez V (od ang. vertex), a
zbior krawedzi przez E (ang. edge).

Najbardziej intuicyjng reprezentacja grafu jest reprezentacja graficzna. Wezty reprezentowane sa
najczesciej jako kota, natomiast krawedzie jako linie (w grafach nieskierowanych) lub strzatki (w
grafach skierowanych) 1aczace ze soba wezty. Ponizszy rysunek przedstawia graf skierowany
sktadajacy sie z 5 wierzchotkéw i 8 krawedzi:

Rys. 1

Ten graf jest wyznaczony przez zbidr wierzchotkow V = {1, 2, 3, 4, 5} oraz nastepujacy zbior krawedzi:
E={(1,5), (5 1), (1, 4), (1, 2), (2, 4), (4 3), (3, 2), (3, 3) }. Zwréémy uwage, ze krawedzZ jest
wyznaczona przez pare wierzchotkéw, a zbior krawedzi to zbidr par wierzchotkéw. Elementy pary sg
uporzadkowane.

W grafie skierowanym mozliwe jest istnienie petli od danego wierzchotka do niego samego.

Jesli (u,v) jest krawedzig grafu skierowanego, to méwimy, ze krawedz (u,v) jest wychodzaca z
wierzchotka u i jest wchodzaca do wierzchotka v.

W grafie nieskierowanym zbiér krawedzi E to zbidr nieuporzqdkowanych par wierzchotkéw.
Krawedzie (u, v) i (v, u) oznaczaja te samg krawedz. W grafie nieskierowanym nie moga wystepowac

petle.

Rys. 2

Stopniem wierzchotka w grafie nieskierowanym jest liczba krawedzi taczacych go z innymi weztami.
Np. wierzchotek 2 na Rys. 2 ma stopien 2. Wierzchotek, ktérego stopien wynosi 0, taki jak wierzchotek
4 na Rys. 2, jest nazywany izolowanym.

W grafie skierowanym stopien wyjsciowy wierzchotka jest liczbg krawedzi wychodzacych z niego, a
stopien wejsciowy jest liczbg krawedzi do niego wchodzacych. Stopniem wierzchotka w grafie



skierowanym jest liczba bedaca suma jego stopni: wejSciowego i wyjsciowego. Wierzchotek 3 na Rys. 1
ma stopien wejsciowy 2, stopien wyjsciowy 2 i stopien 4.

Sciezka (droga) dlugosci k z wierzchotka u do wierzchotka u’ jest ciggiem wierzchotkéw
(vg, V1, ..., V) takich, ze u = vy, u' = v, i (v;_q,v;) €E dlai = 1,2,..., k. Dlugos$¢ SciezKi jest liczba
krawedzi. Jesli istnieje $ciezka z u do u’, to méwimy, ze u’ jest osiggalny z u jesli G jest grafem
skierowanym. Sciezke nazywamy prosta, jesli wszystkie jej wierzchotki sa rézne. Na Rys. 1 $ciezka
(5,1,2,4,3) jest $ciezka prosta o dtugosci 4. Sciezka (1,5,1,4,3) nie jest $ciezka prosta.

2. Reprezentacja grafow.

Istniejg dwa standardowe sposoby reprezentacji grafu G = (V,E): za pomocq list sgsiedztwa lub
macierzy sgsiedztwa. Reprezentacja listowa przedstawia w zwarty sposéb grafy rzadKkie - dla ktérych
liczba krawedzi |E| jest duzo mniejsza od |V ]2

1 23 4 5
1| 2] P{5]/] {01 00 1

(1) (2) 2 {1 5] 3] FH4al/] 2(1 0 1 1 1
3| 2] Pla]/] 3/0 1.0 1 0

(3) 4 2] 5] P3|/ 4/0 1 1 0 1

(5) (4) s|—pla] 1] P{2]/] 501101 0

(a) (b) (c)

Dwie reprezentacji grafu nieskierowanego. (a) Graf nieskierowany G z piecioma wierzchotkami i siedmioma
krawedziami. (b) Listy sasiedztwa grafu G. (c) Macierz sgsiedztwa grafu G.

1 2 3 456
1| —{ 2] P{a]/] 1{01. 01 00
2| —+{5]/] 210 000 10
30 6] P{5]/] 3]0 00 0 1 1
4| 2]/ 410 1.0 0 0 0
s —plal/] 50000100
6| —6|/] 6/0 0000 1

(a) (b) (c)

Dwie reprezentacji grafu skierowanego. (a) Graf skierowany G z sze$cioma wierzchotkami i oSmioma
krawedziami. (b) Listy sgsiedztwa grafu G. (c) Macierz sgsiedztwa grafu G.

Wyszukiwanie najkrotszej Sciezki

Algorytm Dijkstry

Problem: znalezienie najkrotszej S$ciezki z danego wierzchotka do wszystkich pozostatych
wierzchotow w grafie spéjnym z wagami.

Regutla zachtanna: Sposrod wszystkich wierzchotkéw, ktére moga przedtuzy¢ najkroétsza Sciezke do

tej pory znaleziong, wybierz ten, ktérego dodanie prowadzi dalej do najkrétszej Sciezki.

Wejscie: G = (V,E,w) - graf spdjny z wagami, s - wierzchotek startowy (zrodto).
Wyjscie: dla kazdego wierzchotka u osiggalnego z s obliczona odlegtos$¢ z s do u.



Algorytm:

1
2

3
4
5

for( kazdy wierzchotek u € V)
ustaw odlegtos$¢ d[u] = oo
p[u] = NIL
d[s]=0
utworz kolejke priorytetowg @ (typu min) ze wszystkich wierzchotkéow € V,
w ktdrej wierzchotki sg zorganizowane wedtug wartosci d
while( kolejka Q nie jest pusta)
zwroc¢ element u kolejki o najmniejszej wartoSci d oraz usun go z kolejki
for( kazda krawedz (u,v) € E)
if(d[v] > d[u] + w(u,v))
d[v] = d[u] + w(u,v)
plv] =u

Zadanie 1. Wykonaj analize dziatania algorytmu Dijkstry dla powyzszego grafu i wierzchotka
startowego s.

(Pliki do wykorzystania: Lab8 _zadania.xlsx, arkusz zadanie_1).

Zadanie 2. Wykonaj analize dziatania algorytmu Dijkstry dla poniZzszej przedstawionego grafu.
Najpierw dla wierzchotka startowego 0, nastepnie dla wierzchotka 3.
(Pliki do wykorzystania: Lab8 _zadania.xlsx, arkusz zadanie_2).
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